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摘要　　根据信号相位匹配原理 , 提出了一种正弦信号频率 、 振幅和相位参数的最小二乘估计方

法.推导了利用单传感器接收信号的参数估计的最小二乘估计计算公式 , 给出了已知频带内的未

知频率 , 振幅和相位的信号参数估计的搜索算法.分析了最小二乘法使用的方程数 、 信噪比和采

样频率确定后 FFT 的序列长度对参数估计精度的影响.理论和仿真结果说明 , 该方法不仅能降低

估计频率带宽以外的噪声 , 而且还可降低被估计频率信号带宽内的噪声 , 提高了低信噪比时的信

号参数估计精度.该算法简单 、 快速 , 具有工程应用前景.
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　　正弦信号参数估计在雷达 、声纳 、通信中应用

广泛 , 在信号检测 , 目标参数识别中也具有重要的

应用价值
[ 1～ 3]

.经典信号估计理论的参数估计方法

需要待估计参数的先验概率密度函数 , 似然函数和

代价函数知识[ 1] .对于 Gauss白噪声中的单个正弦

信号 , 如果能够估计出信号频率 , 利用最大似然估

计可得到信号的振幅和相位.但是如果噪声中存在

多个正弦信号 , 为了求得似然函数的极大值 , 需要

进行 P 维空间搜索 , 即使利用优化迭代算法 , 也只

有在一些特殊情况下才能收敛于全局极大[ 2] .利用

Gauss统计量的特征分析技术的正弦参数估计的计

算量大[ 4 ,5] .樊养余等[ 6 , 7]提出的基于双谱的谐波信

号重构及相位重构算法解决了文献[ 8 , 9]中利用双

谱重构谐波时的相移问题 , 同时使幅值的求解更为

简单 , 但是该方法的估计精度取决于 FFT 分析的分

辨率 , 而实际应用中需要较高的采样频率使频率分

辨率低而影响估计精度.基于 FFT 局部频率细化的

ZoomFFT 方法可以同时估计信号的频率 、振幅和相

位 , 但通常需要经过频移 、 滤波 、 重采样和加权修

正等步骤 , 算法复杂运算量大.文献[ 10] 提出的

ZoomFFT 简化算法也需要较长的数据序列才能满足

分辨率的要求.文献[ 11] 提出了一种利用信号相位

匹配原理的正弦数估计方法 , 只要对单传感器接收

信号经依次延迟 τ获得三个序列 , 通过不同搜索频

率的相位补偿估计信号的频率 、 幅值和相位 , 频率

分辨率决定于搜索步长而不受数据长度限制 , 方法

简单 , 计算量小 , 适合工程应用 , 但噪声经 FFT 分

析后在每一个频点上不能保证一定满足 “不同相”

的要求 , 另三个序列中有两个序列的噪声 “同相”

或接近 “同相” 时 , 该搜索频点将出现奇异峰值 ,

在低信噪比条件下尤为严重.

本文提出一种将三段序列扩展为 M 段序列的

信号相位匹配原理的正弦参数最小二乘估计方法 ,

它既可消除估计信号中的 “奇异峰” , 还可部分消

除噪声对被估计信号的影响 , 从而提高了低信噪比

情况下的正弦信号参数估计精度.
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1　确知频率时的正弦参数最小二乘估计

设传感器的接收信号为数字信号 p(n), 信号

与噪声是线性可加的 , 依次取相隔时间为 τ(τ=

1/ f s , f s 为采样频率)的 M 段长度为N 的信号得

pm(i)= s[ i +(m -1)] +n[ i +(m -1)] ,

(1)

其中 i=0 , 1 , 2 , … , N -1 , m =1 , 2 , …, M ,

s(i)为单频正弦信号 , n(i)为 Gauss白噪声.对(1)

式作离散 Fourier变换得

Pm(k)=S m(k)+Nm(k). (2)

根据文献[ 11 , 12]证明结果 , 对于信号有以下关系

Sm(k)=S 1(k)W
-(m-1)k
N +S′m(k), (3)

当 N M 时 , 有

S′m(k)/ S 1(k) ≤
2m
N
. (4)

　　S′m 和S 之间的相位差满足

Δθ 2m
N
 1 , (5)

式中 m =1 , 2 , 3 , … , M.

一般取FFT 的样本长度 N 远大于方程组数M ,

忽略 S′m(k)对估计信号 S 1(k)的影响 , 方程(2)可

以改写为

Pm(k)=S1(k)W
-(m-1)k
N +Nm(k). (6)

若已知信号频率为 k0 时 , 根据信号相位匹配原

理[ 13 , 14] , 用 W
(m-1)k
N 乘(6)式两边 , m =1 , 2 ,

3 , … , M , 当 k =k 0时方程(6)变为

Pm(k 0)W
(m-1)k

0N =S 1(k 0)+N m(k 0), (7)

设 P′m(k0)=Pm(k0)W
(m-1)k

0
N , m =1 , 2 , 3 , … ,

M .将(7)式右边的 S 1(k0)移至左边 , 然后求模的

平方得(为简便 , 省去括号中的 k 0)

P′m
2 + S 1

2 -2Re(P′m)Re(S 1)-

2Im(P′m)Im(S 1)= Nm
2. (8)

用(8)式中 m =1时的式两边依次减 m =2 , 3 , …,

M 时式的两边得(M -1)个线性方程 ,

2Re(P′1 -P′k)ReS1 +2Im(P′1 -P′k)Im(S 1)=

P1
2 - Pk

2
+ N 1

2 - N k
2
, (9)

式中 k =2 , 3 , … , M , Re 和 Im 分别表示取复数

的实部与虚部.

因为对于噪声序列 N 个数据中最多有M 个数

据不同 , 当 N  M 时 , (9)式右边第二项是小量 ,

但不为零 , 因此方程(9)是一组超定方程 , 我们对

(M -1)个方程采用最小二乘的方法求解两个未知

数 ReS 1 和 ImS 1 , 这样求解期望信号 S 1 是均方误

差最小意义下的解 , 在方程(9)推导过程中 , 忽略

了 S′m(k)的影响 , 因此估计是有偏的.将方程(9)

写成矩阵形式

A ·S =P +ε, (10)

式中

A =2 ·

Re(P′1 -P′2) Im(P′1 -P′2)

Re(P′1 -P′3) Im(P′1 -P′3)

 

Re(P′1 -P′M) Im(P′1 -P′M)

,

S =
ReS 1

ImS 1

,

P = P1
2
- P 2

2
, P1

2
- P 3

2
…

　　 P1
2 - PM

2
T

,

ε= N 1
2
- N 2

2
, N 1

2
- N 3

2
…

　　 N1
2 - NM

2
T

,

那么期望信号 S 1 的最小二乘解为

S =A
+
P , (11)
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式中 A
+表示矩阵 A 的 Moore-Penrose广义逆.

由(11)式求得期望信号 S 1 后 , 可求得信号的

幅度和相位为

A(f 0)= (ReS 1)
2 +(ImS 1)

21/2 , (12)

φ(f 0)=tg
-1 ImS 1

ReS 1
. (13)

2　已知频带内未知频率 、 幅值和相位的信号

参数估计

　　当正弦信号的频率 、 幅度和相位均未知时 , 就

不能用上节的方法来进行参数估计.但通过搜索算

法可实现正弦信号的频率 、幅度和相位参数估计.

设信号位于 kl ～ k h 频率带宽内 , k l为下限频

率 , k h 为上限频率 , 设频率搜索的步长为 Δk , 那

么 搜 索 次 数 l = (k h - k l )/Δk . 用

W
(m-1)[(n-1)Δk+k

l
]

N 分别乘(6)式 , 得

P′m(k)=Pm(k)W
(m-1)[ (n-1)Δk+k

l
]

N , (14)

式中 m =1 , 2 , 3 , …, M , n=1 , 2 , 3 , …, l+1.

利用公式(11)可求得频率为[(n-1)Δk +kl ]时

的 “信号” 的实部与虚部 ReS 1[(n -1)Δk +k l] 和

ImS 1[(n-1)Δk +k l] , 用公式(12)和(13)可求得

幅值与相位.根据信号相位匹配原理 , 只有当搜索

频率[(n-1)Δk +kl ]为期望信号频率 k0 时 , 其幅

值为最大.因此可以在频率 ～ 幅值曲线图上找到最

大值对应的搜索次数 nmax.由此求确定期望信号的

频率 、 幅度和相位.

f =
f s

N
[ (nmax -1)Δk +kl] , (15)

A = {ReS 1[(nmax -1)Δk +kl] }
2 +

　　{ImS1[(nmax -1)Δk +k l]}
2

1/2

, (16)

φ= tg-1
ImS1 (nmax -1)Δk +k l

ReS 1 (nmax -1)Δk +kl
.(17)

3　仿真及分析

3.1　方程数 M 对参数估计精度的影响

首先研究了用最小二乘法估计正弦信号参数时

的方程数 M 对参数估计精度的影响.表 1 给出了

S/ N =-10 dB , FFT 序列长度 N =1024 , 不同 M

时估计正弦信号频率 f 0 , 归一化幅值 A0 和相位 φ0

的 100次估计的平均值 , 偏差和方差.本文仿真的

参数如下:正弦信号的频率 f 0=1500 Hz , 采样频

率 f s=9000Hz , 搜索频率间隔 Δf =4Hz.搜索的频

率范围是 1450 ～ 1550 Hz.信噪比 S / N 定义为分析

带宽内信号功率与噪声功率的比值的分贝数.噪声

为 Gauss白噪声.表 1分别给出了经 100次平均后

的信号的估计频率 、 幅值和相位均值 、 偏差和均方

差随方程数 M 的变化.
表 1　方程数 M对参数估计精度的影响

M f/Hz A θ Δf/Hz ΔA Δθ σf/Hz σA σθ
　　　3 　1498.8 　3.6145 　0.6966 　1.16 -2.6145 　0.3034 　15.375 　27.2059 　0.8349

4 1500.0 1.0284 0.9936 -0.02 -0.0248 0.0064 0.4743 0.0899 0.0504

5 1500.0 1.0038 1.0070 0.00 -0.0038 -0.0070 0.0000 0.0734 0.0527

6 1500.0 1.0207 0.9717 0.00 -0.0207 0.0283 0.0000 0.0698 0.0503

8 1500.0 1.0373 0.9741 0.00 -0.0373 0.0259 0.0000 0.0702 0.0500

10 1500.0 1.0292 0.9966 0.00 -0.0292 0.0034 0.0000 0.0761 0.0510

12 1500.0 0.9780 0.9653 0.00 0.0220 0.0347 0.0000 0.0778 0.0543

14 1500.0 0.9838 1.0014 0.00 0.0162 -0.0014 0.0000 0.0752 0.0531

16 1500.0 1.0347 0.9596 0.00 -0.0347 0.0404 0.0000 0.0805 0.0559

18 1500.0 0.9545 0.9969 0.00 0.0455 0.0031 0.0000 0.0750 0.0526

20 1500.0 0.9768 0.9876 0.00 0.0232 0.0124 0.0000 0.0707 0.0560

　　由表1可见 , 参数估计的方差随着 M 的增大而减

小 , 但当 M ≥14时 , 方差反而增大.可能的原因是在

(6)式中 , 忽略了信号的小项 S′m(k)的影响(见(4)式),

因为这项是随M 的增大而变大的.因此利用最小二乘估

计正弦信号参数时 , M 数取8 ～ 12也许是合适的.这样

既可以用较少的计算时间 , 又可以保证估计精度.显然

在这样条件下比用 M =3 , 或文献[ 11]解方程的估计方

法的精度要高 , 本文中M=3时是在均方误差最小意义

下的解 , 因此比文献[ 11]的直接解方程方法估计精度要

高一些(见文献[ 11]中表1), 特别是对相位估计的精度.
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3.2　信噪比对参数估计精度的影响

利用 3.1中的仿真参数 , 但取 N =2048 , M =

12 , 研究了不同输入信噪比对信号参数估计的影

响.表 2中给出了经 100次平均后的信号频率 、 幅

值和相位的均值 、偏差和均方差的结果.由表 2可

见 , 当 N 一定时 , 随着信噪比的下降 , 信号估计频

率 、幅值和相位的均方差随之增加 , 但当 S / N =

-20 dB时 , 平均值仍在可接受的范围内.

表 2　输入信噪比对参数估计精度的影响

(S/ N)/ dB f/Hz A θ Δf/Hz ΔA Δθ σf/Hz σA σθ
　　10 　1500.0 　1.000 　0.9928 　　0.0 　0.0000 　0.0072 　　0.0 　0.0087 　0.0059

5 1500.0 0.9949 0.9909 0.0 0.0051 0.0091 0.0 0.0134 0.0098

0 1500.0 1.0052 0.9914 0.0 -0.0052 0.0086 0.0 0.0262 0.0180

-5 1500.0 1.0031 0.9931 0.0 -0.0031 0.0069 0.0 0.0430 0.0274

-10 1500.0 1.0355 0.9836 0.0 -0.0355 0.0164 0.0 0.0749 0.0484

-15 1500.0 1.0291 1.0059 0.0 -0.0291 -0.0159 0.0 0.1502 0.0893

-20 1499.6 0.9518 0.6116 0.4 0.0482 0.3884 13.5 0.1965 1.0495

3.3　序列长度 N 不同对参数估计精度的影响

除 S / N=-10 dB , M =12 外 , 其他仿真参数

与 3.1 中相同.表 3给出了 FFT 序列长度 N 不同

时 , 对参数估计数精度的影响.由表 3 可见 , 参数

估计方差随 N 增大而减小 , 原因是随着 N 的增大 ,

FFT 分析的分辨率越高 , 因此估计精度越高 , 但计

算时间亦增加.因此利用本文方法进行参数估计时 ,

必须在估计精度 , 计算时间之间作适当选择.

图 1中分别给出了信噪比 S / N =-20 dB情况

下的信号 、噪声频谱 、参数估计搜索结果和信号加

表 3　N 不同时对参数估计精度的影响

N f/Hz A θ Δf/Hz ΔA Δθ σf/Hz σA σθ
　　512 　　1490 　0.9461 　0.9640 　　10 　0.0539 　　0.0360 　　　0 　0.1416 　0.1233

1024 1500 1.0241 1.0121 0 -0.0241 -0.0121 0 0.1194 0.0822

2048 1500 0.9965 0.9999 0 0.0035 0.0001 0 0.0828 0.0510

4096 1500 1.0026 0.9891 0 -0.0026 0.0009 0 0.0504 0.0350

8192 1500 0.9977 1.0018 0 0.0023 -0.0018 0 0.0339 0.0254

图 1　S/ N=-20 dB情况下的谱图

(a)信号;(b)噪声;(c)信号谱;(d)噪声谱;(e)信号加噪声谱;(f)搜索谱

噪声频谱图.

由图 1可见 , 即使在低信噪比的情况下 , 依然

可以估计出信号的频率 、 幅值和相位.

4　结论

本文提出了利用相位匹配原理估计正弦参数的
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最小二乘法 , 其估计精度优于信号相位匹配参数估

计的直接算法.本文方法实现参数估计时 , 不仅可

以消除直接法引起的奇异峰现象 , 同时还可以部分

消除信号带宽内的噪声影响.它无需估计参量的先

验概率密度函数或最大似然数 , 且只需一次观察就

可实现信号频率 、幅值和相位估计.仿真结果证实

了该方法的正确性 , 有效性 , 同时亦指出估计精度

的要求 , 必须在方程数 , FFT 序列长度和计算时间

之间作适当选择.
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环境/生态学 1993—2003 年被引频率位列前 20 位的期刊

排序 期刊名称 论文数　　　　　　　　总被引　　　　　　　　平均被引　　　　　　　　

1 Ecology 2744 61340 22.35

2 Ecol Appl 1306 21616 16.55

3 J Ecol 949 15678 16.52

4 Environ Health Perspect 3604 48523 13.46

5 Oecologia 3218 42884 13.33

6 Glob Change Biol 709 9244 13.04

7 OIKOS 2404 31293 13.02

8 Funct Ecol 1095 13640 12.46

9 Mol Ecol 2101 26136 12.44

10 Mar Ecol-Progr Ser 4729 58530 12.38

11 Water Resou r Res 3499 36591 10.46

12 Soil Biol Biochem 2569 26146 10.18

13 J Envi ron Qual 2296 21823 9.50

14 Water Res 4689 33450 7.13

15 Environ Pollut 2260 15951 7.06

16 Water Air Soil Pollut 3162 16864 5.33

17 Ecol Model 2035 10804 5.31

18 Forest Ecol Manage 3186 16502 5.18

19 Bull Environ Contam Toxicol 2947 9261 3.14

20 Environ Toxicol Chem 3474 34691 9.99

(摘自《英语科技论文撰写与投稿》)
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